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Funkcje tworzace

Niech dany bedzie ciag liczb rzeczywistych (opcjonalnie
zespolonych) ag, a1, ..., an,.... Funkcje

(o¢]
A(x) = Z apx"
n=0

nazywamy zwykta funkcja tworzaca lub krétko funkcja tworzaca
ciagu. {an}tnen. Zmienng x € C nazywamy zmienng formalna.

Wyrazenie » 722" - x" jest funkcja tworzaca, ala suma ta jest
zbiezna tylko dla x| < 1.
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Funkcje tworzace

Uwaga
Funkcja tworzaca jako szereg potegowy posiada promien
zbierznosci tj. liczbe rzeczywista R > 0, dla ktérej jest absolutnie
zbierzny jesli |x| < R. Niestety promien zbierznoéci R moze by¢
zerowy (np. w szeregu >_o2 n'x"). W takich przypadkach
mozemy zastosowac wyktadnicza funkcje tworzaca o postaci

G(x) =200 8% n, Rozwiazanie to nie gwarantuje jednak R > 0.

4
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Funkcje tworzace — wtasnosci

Niech dane bedga ciagi liczb ag, a1, a2, . . ., bg, b1, bp, ... oraz
odpowiadajace im funkcje tworzace A(x) = > -5 anx”,
B(x) = >"72 o bnx". Wbwczas suma

o0

A(x) + B(x) = Z(an + bp)x"
n=0

jest funkcja tworzaca ciagu ap + bo, a1 + b1, ax + bo, .. ..

.
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Funkcje tworzace — wtasnosci

Skalowanie statg A
Niech dany beda ciagi liczb ag, a1, a», . . . oraz odpowiadajaca jemu
funkcja tworzaca A(x) = Yoo anx". Wéwczas iloczyn

[e.9]

AA(X) =D (A ap)x”

n=0

jest funkcja tworzaca ciagu A - ag, A - a1, A - az, . ..

.
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Funkcje tworzace — wtasnosci

Rézniczkowanie
Niech dany beda ciagi liczb ag, a1, a2, . . . oraz odpowiadajaca jemu
funkcja tworzaca A(x) = Yoo anx". Wéwczas

(o)

A(x) = Z(n +1)- apt1x”
n=0

.

jest funkcja tworzaca ciagu a;,2 - a2,3 - a3, . . ..
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Funkcje tworzace — wtasnosci

Catkowanie
Niech dany beda ciagi liczb ag, a1, a», . . . oraz odpowiadajaca jemu
funkcja tworzaca A(x) = Yoo anx". Wowczas

X Ooan—l
A(t)dt = ——=x"
| A = 3 2t

n=1

jest funkcja tworzaca ciagu 0,a0, 5, %, % - - -
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Funkcje tworzace — wtasnosci

Przesuniecia przypadek k =1
Niech dany beda ciagi liczb ag, a1, a2, . . . oraz odpowiadajaca jemu
funkcja tworzaca A(x) = Y02 anx". Wowczas

(0.0 (0.0) .
x-Alx) = Z an_1x" = Z a;jx' 1
n=1 i=0

jest funkcja tworzaca ciagu 0, ag, a1, ap, - . ., natomiast

A —
(X) 2 = Z any1x”

.

jest funkcja tworzaca ciagu ai, ap, as, as, . - -

Karol Pak Matematyka dyskretna: Funkcje tworzace i wielomiany...




Funkcje tworzace — wtasnosci

Przesuniecia przypadek ogdlny
Niech dany beda ciagi liczb ag, a1, a», . . . oraz odpowiadajaca jemu
funkcja tworzaca A(x) = Y02 anx". Wowczas

o0 o0 .
xK . A(x) = Z ap_px" = Z ajx'tk
n=k i=0

jest funkcja tworzaca ciagu 0, ..., 0, ag, a1, a, . . ., natomiast
——

k razy
A(X) = aoxo = 31X1 = ak,lxk_l i 5 o
= k
xk n=0 "

jest funkcja tworzaca ciagu ak, axi1, 312, kL3, - - -

A
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Funkcje tworzace — wtasnosci

Niech dane bedg ciagi liczb ag, a1, a2, . . ., bg, b1, bp, ... oraz
odpowiadajace im funkcje tworzace A(x) = > -5 anx”,
B(x) = Y72 bnx". Wbwczas iloczyn

A(x)-B Z Z aj - bn—j

n=0 \j=0

jest funkcja tworzaca ciagu ag - bo,,

.
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Funkcje tworzace dla wybranych ciagéw

Ciag Funkcja tworzaca
1,1,1,... = X"
1,a, 3% a°,. 1—13X = > o(ax)"
0,1,2,3, ﬁ:Z?f:on'X"
Lingngne o | €= 3005

Karol Pak
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Funkcje tworzace dla wybranych ciggéw cd.

Uogdlniony wspétczynnik Newtona
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Ciag Fibonacciego z przesunieciem

Rozwazmy ciag {wp}nen okreslonym wzorem rekurencyjnym:

L1 dlan=01,
"] W1+ who dlan>?2

Rozwazamy funkcje tworzaca odpowiadajaca ciagowi {wp}nen

W(x) = >0 wax"
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Ciag Fibonacciego z przesunieciem

Rozwazmy ciag {wp}nen okreslonym wzorem rekurencyjnym:

L[ dlan=0,1,
T W1+ wao dlan>?2

Rozwazamy funkcje tworzaca odpowiadajaca ciagowi {wp}nen

W(x) = >0 wax"

Wyodrebniamy dwa elementy szeregu.
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Ciag Fibonacciego z przesunieciem

Rozwazmy ciag {w,}nen okreslonym wzorem rekurencyjnym:

W — 1 dlan=0,1,
") Wp1+ Who dlan>2

Rozwazamy funkcje tworzaca odpowiadajaca ciagowi {wp}nen

W(x) = 3020 wax" = wox® + wixt + 302, wyx”

Aplikujemy zaleznos$¢ rekurencyjng w, = wp_1 + wp_».
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Ciag Fibonacciego z przesunieciem

Rozwazmy ciag {wp}nen okreslonym wzorem rekurencyjnym:

L[ dlan=0,1,
T W1+ wao dlan>?2

Rozwazamy funkcje tworzaca odpowiadajaca ciagowi {wp}nen

W(x) = 3020 wax™ = wox® + wixt 4+ 302, wpx”
= wox® + wixt + 3 (w1 + wy2)x"

Aplikujemy wtasno$¢ sumowania.
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Ciag Fibonacciego z przesunieciem

Rozwazmy ciag {wp}nen okreslonym wzorem rekurencyjnym:

L dla n=0,1,
T W1+ wao dlan>?2
Rozwazamy funkcje tworzaca odpowiadajaca ciagowi {wp}nen
W(x) = 3% g wnx" = wox® + wixt 4+ 320, w,x”
= wox® + wixt + 3 (w1 + wy2)x"
= wox® + wixt 4+ 3%, wy1x™ 3000, wy_ox”

Modyfikujemy indeksy.
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Ciag Fibonacciego z przesunieciem

Rozwazmy ciag {wp}nen okreslonym wzorem rekurencyjnym:

L[ dlan=0,1,
T W1+ wao dlan>?2

Rozwazamy funkcje tworzaca odpowiadajaca ciagowi {wp}nen

W(x) = 3% g wnx" = wox® + wixt 4+ 320, w,x”
= wox® + wixt + 3 (w1 + wy2)x"

= wox® + wix! + 3708 W 1x" 4 352, Wi 2x”
= wox® + wixt + 3200 wx ™ 4 X2 3000w,

Aplikujemy réwnosci wy = 1, wy = 1 oraz wzdr na przesuniecie.
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Ciag Fibonacciego z przesunieciem

Rozwazmy ciag {wp}nen okreslonym wzorem rekurencyjnym:

L[ dlan=0,1,
T W1+ who dlan>?2

Rozwazamy funkcje tworzaca odpowiadajaca ciagowi {wp}nen

W(x) = 3% g wnx" = wox® + wixt 4+ 320, w,x”
= wox® + wixt + 3 (w1 + wy2)x"

= wox® + wixt + 3%, wy1x™ 3000, wy_ox”
= wox® + wixt + 300 wipx ™ 4 X2 3700w,
=1+ x4+ x- (W(x) = wox®) + x2 - W(x)

Uzyskalismy W(x) =1+ x- W(x) + x2 - W(x).
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Rozktad na utamki proste

1
1—x—x2

Pierwiastki wielomianu 1 — x — x2 to _1%@ i
rozktad do postaci:

W szczegblnosci W (x) =

S

—1+ 0
S2 co sugeruje

1 A B

1—X—X2_X+%§+X+l%/§’

ale we wzorze na sume ciagu geometrycznego mamy wyrazenie
postaci 1—%, dlatego wyodrebniamy czynniki 1+‘[ = f przed
rozpoczaciem wyznaczania A i B.

Nowy rozktad
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Rozktad na utamki proste

1-vV5 pr— 1EV5 5 o

tatwo uzyskujemy A" = — NG N
1 1-+5 1 1+v5_ 1
1-x—x2 — 2v/5 1_172\f 25 1_1+2 . =
1-/5 | oo (1—\/§X)n 1+V5 (1 \f
21/5 2 EV
200( 12\[\[ (1—2\/§X) 1+f(1+fx) )
o (- l-f-(l—f)ul;g(”f)) "=
o |1 1+VB 1=V |,
no(s-(( ) ()
Whn )
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Silnia — dos¢ trudny przyktad

Rozwazmy ciag {sp}nen okreslajacy wartos¢ funkcji silnia,
okreslony wzorem rekurencyjnym:

. 1 dla n=1,

"7 ) n-ap,.1 dlan>=1

Rozwazamy funkcje tworzaca odpowiadajaca ciagowi {s,}nen

S(x) =2 gsnx" = sox® + Yo sex" = sox® + Yo in-sp_1x" J

@ n-s,_1x" = (sp—1x") - x, co prowadzi do réwnania
rézniczkowego S(x) =1+ x - §'(x).

o Na poczatku wyktadu jest stwierdzone, ze szereg
S(x) = >-p2o nlx" ma promien zbierznosci 0.

@ Sprébowaé wykorzystaé wyktadnicza funkcje tworzaca.
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Silnia — dos¢ trudny przyktad

W(x) = o2 51x7 = S1x0+ Y02 Sx7 = 14 3052, Moy —
N——
=1

14+x>% 5" i x"1 =14 x-W(x)

.

Stad ostatecznie

=

3

X
3

W(x) = 1= = XnZox" = X0 L

Sn

.
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Rownanie charakterystyczne — prosta metoda na proste

przypadki

Niech dane bedzie k € N. Liniowym réwnaniem rekurencyjnym

jednorodnym o statych wspétczynnikach rzedu k nazywamy kazda
zalezno$¢ postaci:

Xp= a1 Xp—1+a - Xp—2 ...+ ak - Xn—k (1)

gdzie a1, a1, ap, . . ., ax € C. Oczywiscie poprawne okreslenie ciagu
{Xn}neny wymaga réwniez wskazania k-pierwszych elementéw.
Natomiast réwnaniem chararakterystycznym stowazyszonym z (6)
nazywamy wielomian x” —ay - x" 1 4+ ay - x"2 £ ... 4 a, - x"K
(uwaga indeksy dolne petnia teraz role potegi).
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Rownanie charakterystyczne — prosta metoda na proste

przypadki

Twierdzenie

Niech dane bedzie k € N, rébwnanie chararakterystyczne
X" —a; - x"14ay-x"2 4 ...+ a-x""K oraz k jego réznych
pierwiastkdw A1, A2, ..., Ax. Wbwczas réwnanie rekurencyjne

Xp =481 Xp—1+ a2 - Xp—2+ ...+ 3 Xp—k
posiada rozwigzanie postaci:
Xn=Cl-)\f—FCz')\g—i-...—FCk-)\Z, (2)

gdzie G, Gy, ..., Ci sa pewnymi statymi.
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Ciag Fibonacciego

Ciag Fibonacciego jest zdefiniowany réwnaniem rekurencyjnym
jednorodnym rzedu 2, f,, = f,_1 + fo_2. Skojarzony wielomian
charakterystyczny ma postaé x” = x"~1 4+ x"~2 ktéry po
skréceniu i przeksztatceniu ma postaé x? — x — 1 = 0. Réwnanie to
ma dwa pierwiastki

1-v5 1+V56
2 72 7
wiec wzér jawny ma postac:

1—-+5 1+ V5
\f),,+c2,( \f)n.
2 2
Podstawiajac wartoéci n = 0,1 oraz wykorzystujac wartosci
poczatkowe fy = f; = 1, uzyskujemy uktad réwnan liniowych,
ktérego rozwigzaniem jest

1++5 1-5
C =

fn=0C - (

STV =t Y2
N NG

Karol Pak Matematyka dyskretna: Funkcje tworzace i wielomiany...



Réwnanie charakterystyczne — uwagi

o zalezno$¢ rekurencyjna w problemie Wieza Hanoi nie jest
réwnaniem rekurencyjnym jednorodnym o statych
wspotczynnikach i nie mozemy stosowaé metody
wykorzystujacej réwnanie charakterystyczne.

o Jesli réwnanie charakterystyczne posiada pierwiastki krotne,
to rozwigzaniem nie jest wyrazenie postaci (3).
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Rownanie charakterystyczne — pierwiastki krotne

Réwnanie kwadratowe z pierwiastkiem krotnym

Niech dane bedzie réwnanie chararakterystyczne
x" — a; - x" 1 4 a5 - x"72 posiadajace pierwiastek krotny \.
Woéweczas réwnanie rekurencyjne

Xp = a1 Xp—1 + a2 - Xp-2

posiada rozwigzanie postaci:

xp=C - A"+ GC-n- N\, (3)

gdzie Gy, 5 sa pewnymi statymi.
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Rozwazmy zalezno$¢ rekrencyjng a, =6-a,-1 —9-a,_2 2
warunkami poczatkowymi: ag = 1, a; = 6. Réwnanie
charakterystyczne ma wéwczas postaé x> = 6x — 9. Po
przeksztatceniu 0 = x2 — 6x + 9 = (x — 3)2, wiec rozwiazanie ma
postat: a, = C; - 3"+ G, - n-3". Podstawiamy warunki
poczatkowe.

l=ay=GC-3°+G-0-3° G =1

{6281:C1-31+C2~1'31 {C2:1 (4)
Stad ostatecznie a, = 3" 4+ n - 3". Sprawdzamy czy nie zrobilismy
gdzie$ btedu. Wzér jest prawdziwy dla n = 0,1. Stosujemy
indukcje zupetna (bo odwotujemy sie do 2 wczesdniejszych wyrazéw
a nie tylko ostatniego). ap41 =6-a,—9-a,-1 =
6-(3"+n-3")—-9-(3"1+(n-1)-3"1) =
(6-3"—9-.3"14+9.3"1) 4 p.(6-3" 9.3 1) =
6'3n+n'(6‘3n_3.3n) — 2,3n+1+n‘3n+1 — 3n+1+(n_|_1)'3n+1 EI)
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Twierdzenie

Niech dane bedzie kK € N, rébwnanie chararakterystyczne

X" —ap-x"V4ay-x"2 4 ...+ ax - x""K oraz i jego réznych
pierwiastkdw A1, Ao, ..., A;, gdzie k; jest krotnoscig pierwiastka \;
dlaj=1,2,...,io0raz ky + ko + ... ki = k. Wébwczas réwnanie
rekurencyjne

Xp =31 *Xp—1+ a2 Xp—2+ ...+ ak - Xp—k
posiada rozwigzanie postaci:
Xo =(C-4n-C2+ ... +nf7l. clh N+
(CL-+n-C+...+nfil. cleynnt
500"
(CL-n-C2+...£nl=t. cl=hyxn

gdzie C} s3 pewnymi statymi.
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Réwnanie charakterystyczne C

Z zasadniczego twierdzenia algebry kazdy niezerowego stopnia
wielomian o wspoétczynnikach R ma pierwiastek. Z tego
twierdzenia nie wynika jednak ze pierwiastek ten jest rzeczywisty.

Rozwazmy zalezno$¢ rekrencyjng a, =2-a,-1 —2-ap-2 2
warunkami poczatkowymi: ag = 1, a; = 1. Réwnanie
charakterystyczne x2 — 2x + 2 = 0 posiada pierwiastki 1 — i, 1 + i,
wiec rozwigzanie ma postaé: a, = Gy - (1 —i)"+ G - n- (14 )"
Podstawiamy warunki poczatkowe.

l=ag=C-1-N+GC-(1+i)° | a=
1231:C1'(1—i)1—|—C2-(1—|—i)1 G =

[l ST
NI—=

(5)

Stad ostatecznie a, = % - (1 — /)" + (1 + i)"). Dowdd indukeyjny
— Cwiczenie.

v
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Niejednorodne réwnanie liniowe

Niech dane bedzie k € N;. Réwnaniem rekurencyjnym
niejednorodnym o rzedu k nazywamy kazda zalezno$¢ postaci:

x,,:al-x,,_l—i—ag-x,,_2—|—...+ak-x,,,k+f(n) (6)

gdzie a1, a1, a2, ..., ax € C, f funkcja jednej zmienne;.
Rozwiazanie ogdlne ma postaé x, = RO(n) + RS(n), gdzie RO(n)
nazywane rozwigzaniem ogdlny jest rozwigzaniem réwnania
jednorodnego x, = a1 - Xp—1+ a2 - Xp—2 + ...+ ak  Xp_k, Natomiast
RS(n) nazywany rozwigzaniem szczegéfowym.

Nie istnieje metoda znajdowania RS(n) w ogdlnym przypadku,
istnieje metoda przywidywan dla wybranych postaci funkgcji f.
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Metoda przywidywan

Jezeli f jest wielomianem stopnia d, to przywidujemy rozwiazanie
szczegbtowe o postaci:

RS(n) =G+ Clnl AF 000 AF Cdnd.

Najpopularniejszy ale nie jedyny wyjatek: Jezeli rozwigzanie
ogoblne ma réwniez posta¢ wielomianu stopnia k, to:

RS(n) = n*TY(Co + Cin* + ... + Cy4n?).

.
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Metoda przywidywan

Funkcje wyktadnicze
Jezeli f ma postac¢ a- A", to przywidujemy rozwigzanie
szczegbtowe o postaci:

RS(n) = C- A"

Najpopularniejszy ale nie jedyny wyjatek: Jezeli A jest
pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego réwnania
jednorodnego o krotnosci k, to:

RS(n) = C - n* Ak,
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Metoda przywidywan

Jezeli f ma posta¢ sumy klilku funkgji, to mozemy zastosowaé
metode przywidywan do kazdego sktadnika sumy.

Karol Pak Matematyka dyskretna: Funkcje tworzace i wielomiany...



Metoda przywidywan

Podziat zbioru na dwa niepuste zbiory 5.5[PR]

Liczba podziatéw na dwa niepuste zbiory okreslona jest
rekurencyjnie a, =2 -a,_1+ 1, a1 =0, a = 1. Réwnanie
jednorodne: a, =2 - a,_1 posiadajace wielomian charakterystyczny
x — 2 =0, pierwiastek wielomianu 2, wiec RO(n) = C - 2".
Réwnanie niejednorodne: a, = 1 jest wielomian stopnia 0, wiec
RS(n) = A. Stad

a,=C-2"4+ A (7)

Podstawiamy warunki poczatkowe:

0O=a=C-21+ A . C (8)
l=a»=C-224+A A=—-1

Stad a,,:%-2”—1.

N[ =
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Metoda przywidywan

Podziat zbioru na trzy niepuste zbiory 5.6[PR]

Liczba podziatéw na trzy niepuste zbiory okres$lona jest
rekurencyjnie a, =3-ap_1 +2"2+1, a1 =0, a» =0, a3 = 1.
Réwnanie jednorodne: a, = 3 - a,_1 posiadajace wielomian
charakterystyczny x — 3 = 0, pierwiastek wielomianu 2, wiec
RO(n) = C - 3". Réwnanie niejednorodne: a, = 2""2 + 1 jest
funkcja wyktadnicza, wiec RS1(n) = A-2" (uwaga 1: 2 # 3, 2: nie
ma znaczenia czy podstawimy n — 2 czy n, wptynie to jedynie na
warto$¢ A) oraz wielomian stopnia 0, wiec RS»(n) = B. Stad
a,=C-3"4+ A-2"+ B. Podstawiamy warunki poczatkowe:

0=a=C-3'+A-21+B

c=1

6
0=a,=C-32+A-224+B = A=-1 (9)

l=a3=C-33+A-2*+B B=13

Karol Pak Matematyka dyskretna: Funkcje tworzace i wielomiany...



