WPROWADZENIE DO
« GRAFOW I DRZEW

Z grafami i grafami skierowanymi zapoznaliSmy si¢ juz w roz-
dziale 3; byly tam one wykorzystane do ilustrowania relacji.
W tym rozdziale oméwimy podstawy samej teorii graféw i graféw
skierowanych. W paragrafie 6.1 oméwimy podstawowe pojecia
i wprowadzimy terminologie, w paragrafach 6.2 i 6.5 oméwimy
drogi majace pewne specjalne wlasnosci. Pozostala cze$¢ tego
rozdziatu jest po$wiecona drzewom, ktére bedziemy nastepnie
badaé w rozdziale 7. Drzewa sg grafami, ktére w naturalny spo-
s6b mozna réwniez traktowac jako grafy skierowane. Paragraf 6.4
jest poSwiecony drzewom z wyréznionym korzeniem, ktére czesto
wystepuja jako struktury danych. W ostatnim paragrafie tego
rozdzialu zajmujemy sie grafami, ktérych krawedzie maja wagi
i pokazujemy dwa algorytmy do konstruowania drzew spinaja-
cych o minimalnej wadze.

§ 6.1. Grafy

W paragrafie 3.2 wprowadziliSmy pojecie grafu skierowanego
i grafu nieskierowanego. Zajmiemy si¢ teraz bardziej szczegélo-
wym badaniem graféw nieskierowanych. Przypomnijmy z § 3.2,
ze droga dlugosci n nazywamy ciag eiez ... e, krawedzi, wraz
z ciggiem v1v; . . . Vp 41 wierzcholtkéw, takim, ze y(e;) = {vi, vi41}
dla i = 1,2,...,n. v jest tu funkcja, ktéra podaje wierzchotki
bedace koricami kazdej krawedzi. Wierzchotki v; i v;41 moga by¢
réwne, w takim przypadku krawed? e; jest petla. Jesli vp,41 = v1,
to takg droge nazywamy droga zamknieta.
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Droga zamknieta moze sktadaé sie z tego samego ciagu kra-
wedzi, przechodzonych ,tam i z powrotem”, na przyktad efgg fe.
Jednak w naszych dalszych rozwazaniach najwazniejszymi dro-
gami zamknietymi beda drogi, w ktérych zadna krawedz si¢ nie
powtarza. Droge nazywamy droga prosta, jesli jej wszystkie
krawedzie sa rézne. Zatem w drodze prostej zadna krawedz nie
jest wykorzystana dwa razy, chociaz taka droga moze przecho-
dzi¢ przez ten sam wierzcholek wiecej niz jeden raz. Zamknigta
droge prosta, ktdrej ciagiem wierzchotkéw jest ciag zi...x,21
nazywamy cyklem, jesli wierzchotki z1,...,z, sa rézne. Graf
nie zawierajacy cykli nazywamy grafem acyklicznym. Zoba-
czymy niedtugo, ze graf jest acykliczny wtedy i tylko wtedy, gdy
nie zawiera zamknietych drég prostych.

Droge nazywamy acykliczna, jesli ,podgraf” skladajacy sie
z wierzchotkéw i krawedzi tej drogi jest acykliczny. W ogdlnosci
graf H jest podgrafem grafu G, jesli V(H) C V(G), E(H) C
E(G) oraz funkcja v grafu G, okrelona na E(G), pokrywa sig
z fukcja v grafu H, okreslona na E(H). Jesli graf G nie ma krawe-
dzi wielokrotnych i jeéli traktujemy zbiér E(G) jako zbidr jedno-
i dwuelementowych podzbioréw V(G), to warunek nalozony na
funkcje v wynika z inkluzji E(H) C E(G). Wprost z definicji wy-
nika, ze jeéli H jest podgrafem grafu G i graf G jest acykliczny,
to graf H tez jest acykliczny.

PRZYKLAD 1 (a) Wezmy graf przedstawiony na rysunku 6.1(a). Droga ee

wraz z ciaggiem wierzcholkéw z1x2z; jest droga zamknigta, ale
nie jest cyklem, gdyz nie jest droga prosta. Podobnie nie jest
cyklem droga ee wraz z ciagiem wierzchotkéw zox122. Ten graf
jest acykliczny.

Rysunek 6.1

(b) Droga ef z ciagiem wierzchotkéw z1z271 W grafie przed-
stawionym na rysunku 6.1(b) jest cyklem. Podobnie jest cyklem
droga ef wraz z ciagiem wierzcholkéw z2z175.
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(c) W grafie pokazanym na rysunku 6.1(c) droga efhikg dtu-
gosci 6 wraz z ciagiem wierzchotkéw uvwzywu jest droga za-
mknietg i prosta, ale nie jest cyklem, gdyz nie wszystkie wierz-
cholki spoéréd jej pierwszych szeéciu wierzchotkéw u, v, w, x, y
i w sa rézne. Droga, ktérej ciagiem wierzchotkéw jest uwvwuvu
réwniez nie jest cyklem. Graf, jako calo$¢, nie jest acykliczny.
Acykliczne nie s réwniez te dwie drogi, poniewaz uvwu jest cy-
klem w obu ich podgrafach. "

Droga e1...e, w grafie G wraz z ciagiem wierzcholkéw
Z1...Tpt1, réznych miedzy soba, musi oczywiscie by¢ droga pro-
sta, poniewaz zadne dwie krawedzie w niej nie moga mie¢ tego
samego zbioru koricéw. Przyktad 1(a) pokazuje jednak, ze droga
zamknieta, w ktérej wierzcholki z1, ..., z, s3 rézne, nie musi by¢
droga prosta. Ten przyklad ztej drogi, ktéra jest droga zamkniegta
dtugosci 2, jest tak naprawde jedynym takim przykladem, jak po-
kazuje nastepujace stwierdzenie.

Kazda droga zamknieta e;...e,, dlugoéci co najmniej 3,

o réznych wierzchotkach z1,...,x,, jest cyklem.

Dowdd. Musimy tylko pokazal, ze krawedzie ej,...,e, sa
rézne. Poniewaz wierzcholki zi,...,z, sa rdézne, wiec droga
e1...en—1 jest droga prosta. To znaczy, ze wszystkie krawe-
dzie ey,...,en_1 sg rézne. Ale przeciez y(e,) = {zn,z1} oraz
v(e;) = {zi,zi+1} dla i < n. Poniewaz n > 3, e, # e; dlai <mn,
wiec ta droga jest droga prosta. ]

Dla drég, ktdre nie sa zamkniete, fakt, ze wierzchotki s rézne,
mozna scharakteryzowaé w inny sposéb.

Droga ma wszystkie wierzcholki rézne wtedy i tylko wtedy,
gdy jest prosta i acykliczna.

Dowdd. Wezmy najpierw droge o réznych wierzchotkach.
Musi ona byé¢ prosta, jak stwierdziliémy to wczeéniej. Podgraf
skladajacy sie z wierzchotkéw i krawedzi tej drogi moze by¢ nary-
sowany tak, ze wierzchotki lezg na linii prostej, a wiec oczywiscie
jest acykliczny.

W druga strone, przypuéémy, ze droga prosta ma cigg wierz-
chotkéw xj ...xn41, Przy czym niektére wierzcholki si¢ powta-
rzaja. Wezmy dwa takie wierzchotki, powiedzmy z; i z;, gdzie
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Twierdzenie 1

i < j oraz réznica j — ¢ jest mozliwie najmniejsza. Wtedy

wierzchotki z;,%;y1,...,2;-1 s3 rézne, a zatem droga prosta
TiTit1...Tj_1&; jest cyklem (nawet jedli j = i + 1), wiec po-
czatkowa droga zawiera cykl. ]

Ze stwierdzenia 2 wynika, ze kazda prosta droga zamknieta
zawiera cykl i tak naprawde dowdd pokazuje, ze taki cykl moze
skladaé sie z kolejnych krawedzi w tej drodze. Inng konsekwencja
stwierdzenia 2 jest to, ze jeSli graf jest acykliczny, to nie zawiera
on cykli i wobec tego nie zawiera prostych drég zamknietych.
Przyjrzymy sie dokladniej takim grafom w nastepnych paragra-
fach po$wieconych drzewom.

W terminologii z § 3.2, nastepne twierdzenie méwi, ze cykle
nie majg wplywu na relacje osiagalnosci.

Jedli u i v sg réznymi wierzchotkami grafu G i jesli istnieje
w grafie G droga z u do v, to istnieje prosta droga acykliczna
z u do v.

Dowdd. Sposréd wszystkich drég z u do v w grafie G wy-
bierzmy droge o najmniejszej dlugosci, powiedzmy o ciggu wierz-
chotkéw z7 ...xn11, gdzie £1 = u i 41 = v. Ze stwierdzenia 2
wynika, ze ta droga jest prosta i acykliczna, przy zalozeniu, ze
wierzcholki z1,...,Zp4+1 sa rézne. Ale w przeciwnym przypadku
mielibySmy x; = z; dla pewnych ¢ i j takich,ze 1 <i <j <n+1l
Wtedy droga z;z;41 . ..; z «; do x; bytaby zamknieta (zob. ry-
sunek 6.2), a droga x1...%;Tj41 ... Tnt1, Obrzymana przez usu-
niecie fragmentu od z; do z;, nadal bedzie prowadzi¢ z u do v.
Poniewaz droga 1 ...Z,Zn4+1 Mma najmniejsza dlugos¢, wiec ta
krétsza droga nie moze istnieé¢. Zatem wierzcholki sa rézne i naj-
krétsza droga jest prosta i acykliczna. n

Rysunek 6.2
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Jedli e jest krawedzia w zamknietej drodze prostej w grafie G,
to e nalezy do jakiego$ cyklu.

Dowad. Jedli e jest petla, to nie ma czego dowodzié, wiec
zalézmy, ze krawedz e laczy rézne wierzchotki u i v. Usuimy
krawedz e z grafu G. Poniewaz dana droga przechodzaca przez
u i v jest zamknieta, wiec nawet po usunieciu e istnieje droga
z u do v; po prostu nalezy przej$¢ dookola reszte danej drogi.
Na podstawie twierdzenia 1 istnieje prosta droga acykliczna z u
do v, nie zawierajaca krawedzi e. Polaczenie koncéw takiej drogi
krawedzig e utworzy cykl przechodzacy przez u i v. ]

W innych sytuacjach, szczegdlnie w § 6.3, bedziemy usu-
waé krawedz e z grafu G, by otrzymaé nowy graf G\{e}. Graf
G\{e} jest podgrafem grafu G, w ktérym V(G\{e}) = V(G)
oraz E(G\{e}) = E(G)\{e}.

Nastepujacy fakt bedzie potrzebny przy badaniu drzew w
§ 6.3.

Jedli u i v sg réznymi wierzchotkami grafu acyklicznego G, to
istnieje co najwyzej jedna droga prosta w G prowadzaca z u
do v.

Dowad. Zatézmy, ze twierdzenie jest falszywe i spoérdd par
wierzchotkéw potaczonych dwiema réznymi drogami prostymi
wybierzmy pare (u,v) majaca droge o najmniejszej dtugosci, ta-
czacy te wierzcholki.

Wezmy dwie drogi proste z u do v, z ktérych jedna jest moz-
liwie najkrétsza. Jesli te dwie drogi nie maja wspdlnych wierz-
chotkéw poza u i v, to przejécie z u do v wzdtuz jednej drogi
i powr6t z v do u wzdtuz drugiej drogi da cykl, co jest sprzeczne
z zalozeniem, ze graf G jest acykliczny. Zatem obie drogi musza
przechodzié przez co najmniej jeden inny wierzcholek, powiedzmy
w. Wtedy drogi z v do v tworza, albo dwie rézne drogi proste z u
do w, albo dwie rézne drogi z w do v. Ale w lezy blizej wierzchot-
kéw u 1 v, niz one wzgledem siebie, co jest sprzeczne z wyborem

pary (u,v). "

Wezmy graf pokazany na rysunku 6.1(c). Droga zwyzzx, utwo-
rzona z jednej drogi prowadzacej z x do w oraz drugiej prowadza-
cej z powrotem do z, jest cyklem. Jest tez cyklem droga wuvw
prowadzaca z w do u, a potem z powrotem do w inng droga.
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PRZYKLAD 3

Drogi proste uvwyzwv i uwyzwv prowadza z u do v. Cykl
yrwzy jest utworzony z fragmentéw tych drég, jednego z y do w
i drugiego prowadzacego z powrotem od w do y. ]

Czesto zdarza sie, ze dwa grafy sa ,wlasciwie takie same”,
pomimo ze réznia sie nazwami krawedzi i wierzchotkéw. Zdania
og6lne, ktére mozna wypowiedzie¢ o jednym z tych graféw, sa
réwniez prawdziwe o drugim. Aby te idee uczyni¢ matematycz-
nie $cistymi, wprowadza sie pojecie izomorfizmu. Méwiac ogdlnie,
dwa zbiory wyposazone w pewne struktury matematyczne nazy-
wamy izomorficznymi, jesli istnieje przeksztalcenie wzajemnie
jednoznaczne miedzy tymi zbiorami, zachowujace te struktury
(czyli zgodne z nimi). Przypomnijmy, ze je$li G i H sa grafami
bez krawedzi wielokrotnych, to przyjmujemy, ze krawedziami sa
jedno- i dwuelementowe podzbiory zbioréw wierzchotkéw. Izo-
morfizmem grafu G na graf H nazywamy przeksztalcenie wza-
jemnie jednoznaczne a : V(G) — V(H) takie, ze {u,v} jest kra-
wedziag grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy {a(u),a(v)} jest kra-
wedzig w grafie H. Dwa grafy G i H sa izomorficzne, co za-
pisujemy G ~ H, jedli istnieje izomorfizm « z jednego grafu na
drugi; wtedy przeksztalcenie odwrotne a~! jest réwniez izomor-
fizmem.

W przypadku graféw majacych krawedzie wielokrotne sy-
tuacja jest bardziej skomplikowana. Wymagamy wtedy dwdch
przeksztalcen wzajemnie jednoznacznych o V(G)—V(H)
i 3: E(G)— E(H) takich, ze krawedz e ze zbioru E(G) laczy
wierzcholki u i v ze zbioru V(G) wtedy i tylko wtedy, gdy odpo-
wiadajaca jej krawedz [(e) taczy wierzchotki a(u) i a(v). Zatem
dwa grafy sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam
rysunek, z wyjatkiem oznaczenr krawedzi i wierzchotkéw. Ta ob-
serwacja przydaje sie gtéwnie jako sposéb sprawdzania, czy dane
przeksztalcenie jest izomorfizmem, polegajacy na rysowaniu od-
powiadajacych sobie rysunkéw obu graféw.

Przeksztalcenie « takie, ze a(t) = t', a(u) = v/, ..., a(z) = 2/
jest izomorfizmem graféw przedstawionych na rysunkach 6.3(a)
i 6.3(b). Grafy pokazane na rysunkach 6.3(c) i 6.3(d) sa réwniez
izomorficzne miedzy soba, ale nie sg izomorficzne z grafami na
rysunkach 6.3(a) i (b). .

Aby rozréznié grafy przedstawione na rysunkach 6.3(a)
i 6.3(c), mozemy po prostu policzy¢ wierzchotki. Grafy izomor-
ficzne maja tyle samo wierzchotkéw i tyle samo krawedzi. Te dwie
liczby sa przykladami niezmiennikéw izomorfizmu dla gra-
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u U
z
Y w
(a) (b)
(c) (d)
Rysunek 6.3

féw. Innymi przykladami niezmiennikéw sa: liczba petli i liczba
drég prostych danej diugosci.

Czesto przydaje sie zliczenie krawedzi schodzacych sie¢ w kon-
kretnym wierzchotku. Aby otrzymac wlasciwa liczbe, musimy od-
r6znié petle od krawedzi majacych dwa rézne konce. Definiujemy
stopien wierzchotka v, oznaczany symbolem deg(v), jako liczbe
dwuwierzchotkowych krawedzi z v jako jednym z wierzchotkéw,
plus podwojona liczba petli o wierzchotku v. Liczba wierzchotkéw
stopnia k w grafie G, oznaczana symbolem Dy (G), jest niezmien-
nikiem izomorfizmu. Niezmiennikiem jest réwniez ciag liczb
wierzcholkéw kolejnych stopni (Dy(G), D1(G), D2(G),...).

(a) Kazdy z graféw pokazanych na rysunkach 6.3(a) i 6.3(b)
ma ciag liczb wierzchotkéw kolejnych stopni (0,0,2,4,0,0,...).
Grafy na rysunkach 6.3(c) i 6.3(d) maja ciag liczb wierzchotkéw
kolejnych stopni (0,2,0,6,1,0,0,...).

(b) Wszystkie cztery grafy na rysunku 6.4 maja 8 wierzchol-
kéw stopnia 3 i nie maja zadnych innych wierzchotkéw. Okazuje
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sie, ze H; ~ Hs ~ Hj, ale zaden z tych graféw nie jest izomor-
ficzny z grafem Hy. To, ze dwa grafy majg ten sam ciagg liczb
wierzchotkéw kolejnych stopni, nie gwarantuje, ze sa one izomor-
ficzne. L]

Rysunek 6.4

Grafy, w ktorych wszystkie wierzchotki majg ten sam sto-
pien, na przyktad takie jak grafy przedstawione na rysunku 6.4,
nazywamy grafami regularnymi. Jak pokazuje ten przyktad,
grafy regularne o tej samej liczbie wierzchotkéw nie muszg by¢
izomorficzne. Grafy nie majace petli czy krawedzi wielokrotnych
i takie, w ktérych kazdy wierzcholek jest polaczony krawedzia
z kazdym innym, nazywamy grafami pelnymi. Graf pelny o n
wierzchotkach ma wszystkie wierzchotki stopnia n — 1, wiec taki
graf jest grafem regularnym. Wszystkie grafy pelne o n wierz-
chotkach sa ze soba izomorficzne, a wiec kazdy z nich oznaczamy
symbolem K.

PRZYKLAD 5 Rysunek 6.5(a) pokazuje pie¢ pierwszych graféw pelnych.
Graf na rysunku 6.5(b) ma cztery wierzcholki, z ktérych kazdy
jest stopnia 3, ale nie jest on grafem pelnym. n
[ )
K, K, K, K, K,
grafy peine

(a) (b)

Rysunek 6.5
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Graf pelny K, zawiera podgrafy izomorficzne z grafami K,,
dla m = 1,2,...,n. Taki podgraf mozna otrzymac, wybierajac
dowolnych m spoéréd n wierzchotkéw i biorac wszystkie krawe-
dzie grafu K,, laczace te wierzchotki. Zatem graf K5 zawiera
(g) = 10 podgraféw izomorficznych z Ko, (g) = 10 podgraféw
izomorficznych z K3 (tzn. tréjkatéw) i (Z) = 5 podgraféw izo-
morficznych z K4. W rzeczywistosci, kazdy graf majacy n lub
mniej wierzchotkéw i nie majacy petli i krawedzi wielokrotnych
jest izomorficzny z podgrafem grafu K,.

Grafy pelne sa w duzym stopniu symetryczne. Kazda permu-
tacja a wierzchotkéw grafu petnego jest izomorfizmem tego grafu
na ten sam graf, poniewaz zaréwno {u,v}, jak i {a(u),a(v)} sa
krawedziami, gdy tylko u # v.

Nastepne twierdzenie pokazuje zalezno$¢ miedzy stopniami
wierzcholkéw i liczbg krawedzi grafu.

(a) Suma stopni wierzchotkéw grafu jest dwa razy wigksza
od liczby krawedzi. To znaczy

Y deg(v) =2 [E(Q)

veV(G)
(b)
D1(G) +2D2(G) + 3D3(G) + 4D4(G) + ... =2 - |E(G)|.

Dowdd. (a) Kazda krawedz, niezaleznie od tego, czy jest pe-
tla, czy nie, dodaje 2 do sumy stopni.

(b) W calkowitej sumie stopni udzial Dy(G) wierzchotkéw
stopnia k wynosi k - D(G). "

(a) Graf przedstawiony na rysunku 6.3(c) (i graf z nim izomor-
ficzny przedstawiony na rysunku 6.3(d)) ma wierzchotki stopni 1,
1, 3, 3, 3, 3, 3, 3 oraz 4 i ma 12 krawedzi. Ciagiem liczb wierz-
chotkéw kolejnych stopni jest (0,2,0,6,1,0,0,0,...). Oczywidcie

1414+34+34+3+3+3+3+4=2-12=242-0+3-6+4-1.

(b) Grafy przedstawione na rysunku 6.4 maja 8 wierzchotkéw
stopnia 3 i 12 krawedzi. Ich ciagiem liczb wierzchotkéw kolejnych
stopni jest (0,0,0,8,0,0,0,...) oraz réwnos¢

2:12=0+2-0+3-8

potwierdza prawdziwo$é twierdzenia 3(b) w tym przypadku.
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(c) Graf pelny K, ma n wierzchotkéw, kazdy z nich jest stop-
nia n — 1 i graf ma n(n — 1)/2 krawedzi. .

CWICZENIA DO § 6.1

1. Dla grafu przedstawionego na rysunku 6.6(a) podaj ciag wierzchotkéw
najkrétszej drogi laczacej nastepujace pary wierzchotkéw i podaj jej
dhugoéc:

(a) siv, (b)siz, (c)uiy, (d)viw.

v
t x w
S z
i : v w: :
u Y y

(a) (b)

s t
u T
y z
(c)
Rysunek 6.6

2. Dla kazdej pary wierzchotkéw z éwiczenia 1 podaj ciag wierzcholkéw
najdluzszej laczacej je drogi, w ktérej krawedzie si¢ nie powtarzaja.
Czy istnieje najdluzsza taczaca je droga, jesli krawedzie moga sie po-
wtarzac?

3. Czy nastepujace zdania sa prawdziwe czy falszywe? ,Prawdziwe”
oznacza ,prawdziwe we wszystkich rozwazanych przypadkach”.
WezZzmy pod uwage dowolny graf.

(a) Jesli istnieje krawedz z wierzcholka u do wierzcholka v, to istnieje
krawedz z v do u.
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(b) Jedli istnieje krawedz z wierzchotka u do wierzcholka v i istnieje
krawedz z wierzchotka v do wierzchotka w, to istnieje krawedz z u
do w.

4. Powtérz éwiczenie 3, zastepujac wszedzie stowo ,kraweds” stowem
droga”.
”

5. Powtérz ¢wiczenie 3, zastepujac wszedzie stowo ,krawedz” slowem
»droga o dlugosci parzystej”.

=]

- (a) Sprawdz twierdzenie 3(a) dla kazdego z graféw przedstawionych na
rysunku 6.6, obliczajac
(i) sume stopni wszystkich wierzchotkéw,
(ii) liczbe krawedzi.
(b) Cazy graf moze mieé¢ nieparzysta liczbe wierzchotkéw nieparzystego
stopnia?

7. Podaj przyklad grafu z wierzchotkami z, y i z, majacego wszystkie
trzy podane wlasnosci:
(i) istnieje cykl przechodzacy przez wierzcholki i y;
(i) istnieje cykl przechodzacy przez wierzcholki y i z;
(iii) nie ma cykli przechodzacych przez z i z.

8. Przypuéémy, ze cykl zawiera petle. Jaka jest jej dtugosé? Czy cykl
moze zawiera¢ dwie petle?

o

. (a) Podaj tablice wartoéci funkcji v dla grafu G przedstawionego na
rysunku 6.7.
(b) Wypisz krawedzie tego grafu, traktowane jako podzbiory zbioru
V(G). Na przyktad a = {w, z}.

Rysunek 6.7
10. Narysuj rysunek grafu G, gdzie V(G) = {z,y,z,w}, E(G) =
{a,b,c,d, f, g, h} oraz funkcja v jest dana w postaci tablicy:

e a b c d f g h
v | {z,y} {z,9} {w,z} {w,y} {v,2} {y,2} {w,z}
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11.

12.

13.

14.

W kazdej czesci tego éwiczenia podane sa dwie drogi, ktdre lacza parg
punktéw w grafie przedstawionym na rysunku 6.7. Uzyj idei przed-
stawionej w dowodzie twierdzenia 2 do skonstruowania cykli z ciagéw
krawedzi w tych dwéch drogach.

(a) eba oraz gkha,

(b) abedgk oraz ah,

(c) eba oraz dcfha.
(a)

Zréb rysunki wszystkich czternastu graféw o trzech wierzchotkach
i trzech krawedziach. ,Wszystkie” oznacza tutaj, ze kazdy taki graf
jest izomorficzny z jednym z tych czternastu graféw, a zadne dwa
z tych czternastu nie s izomorficzne ze soba.

(b) Zréb rysunki wszystkich graféw o czterech wierzchotkach i czterech
krawedziach, ktére nie maja petli i krawedzi wielokrotnych.

c) Wypisz cztery grafy z punktéw (a) i (b), ktére sa regularne.

(

(a) Zréb rysunki wszystkich pieciu graféw regularnych o czterech
wierzcholkach, z ktérych kazdy ma stopien 2.

(b) Zréb rysunki wszystkich graféw regularnych o czterech wierzchot-
kach, z ktérych kazdy ma stopien 3 i nie ma petli i krawedzi wie-
lokrotnych.

(c) Zréb rysunki wszystkich graféw regularnych o pigciu wierzchot-
kach, z ktérych kazdy ma stopien 3.

Przypuéémy, ze graf H jest izomorficzny z grafem G przedstawionym

na rysunku 6.7.

(a) Ile wierzchotkéw stopnia 1 ma graf H?

(b) Podaj ciag liczb wierzchotkéw kolejnych stopni grafu H.

(c) Ile jest réznych izomorfizméw z grafu G na G?7 OdpowiedZ uzasad-
nij.

(d) Ile jest réznych izomorfizméw z grafu G na graf H?

RN

(b)

A &

Rysunek 6.8



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Ktére pary graféw z przedstawionych na rysunku 6.8 sa izomorficzne,
jesli w ogoéle takie istnieja? Uzasadnij swoja odpowiedZ opisujac izo-
morfizm lub wyjasniajac, dlaczego taki izomorfizm nie istnieje.

Opisz izomorfizm miedzy grafami pokazanymi na rysunku 6.9.

Rysunek 6.9

WezZmy graf pelny Kg o wierzchotkach vy,vs,...,vs.

(a) Ile podgraféw grafu Ks jest izomorficznych z grafem Ks?

(b) Ile istnieje drég prostych, prowadzacych z wierzchotka v; do wierz-
chotka v, majacych trzy lub mniej krawedzi?

(c) Ile w sumie drég prostych o trzech lub mniej krawedziach istnieje
w grafie Kg?

(a) Graf o 21 krawedziach ma 7 wierzchotkéw stopnia 1, 3 wierzchotki
stopnia 2, 7 wierzchotkéw stopnia 3, a pozostate wierzchotki maja
stopien 4. Ile ma on wierzchotkéw? :

(b) Jaka bylaby odpowied? w éwiczeniu (a), gdyby graf mial tez 6
wierzchotkéw stopnia 07

Ktére z nastepujacych ciagéw sa ciagami liczb wierzcholkéw kolejnych
stopni graféw? W kazdym przypadku albo narysuj graf o danym ciagu
liczb wierzcholkéw kolejnych stopni tego grafu, albo wyjasnij, dlaczego
taki graf nie istnieje.
(a) (1,1,0,3,1,0,0,...
(b) (
(c) (
(d) (
(
(

~—

Y

~

4,1,0,3,1,0,0
0,1,0,2,1,0,0
0,0,2,2,1,0,0,...
(e) (0,0,1,2,1,0,0
(f) (o,1,0,1,1,1,0,...
(g) (0,0,0,4,0,0,0,...
(h) (0,0,0,0,5,0,0,...
Pokaz, ze droga w grafie G jest cyklem wtedy i tylko wtedy, gdy jest

mozliwe przypisanie zwrotéw krawedziom grafu G tak, by droga ta
byla cyklem (skierowanym) w otrzymanym grafie skierowanym.

L B AR

N e e e e N e N

Pokaz, ze kazdy skoficzony graf, w ktérym kazdy wierzchotek ma sto-
pien co najmniej 2, zawiera cykl.
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22. Pokaz, ze kazdy graf o n wierzcholkach i co najmniej n krawedziach
zawiera cykl. Wskazdwka: Zastosuj indukcje wzgledem n i skorzystaj
z éwiczenia 21.

23. Pokaz, ze

21E(G)| - [V(G)]
= —Do(G) + D2(G) +2D3(G) + ... + (k= 1)Dx(G) + ...
24. (a) Niech S bedzie zbiorem graféw. Pokaz, ze izomorfizm = jest relacja
réwnowazno$ci w zbiorze S.

(b) Ile klas réwnowaznosci istnieje w zbiorze S skladajacym si¢ z czte-
rech graféw przedstawionych na rysunku 6.47

§ 6.2. Zagadnienia zwigzane z poruszaniem si¢
po krawedziach

Jednym z najstarszych probleméw dotyczacych graféw jest
problem mostéw krélewieckich. Czy mozna przej$¢ sig¢ po miescie
pokazanym na rysunku 6.10(a), przechodzac przez kazdy most

(b)

graf mostow krélewieckich

Rysunek 6.10

dokladnie jeden raz i wréci¢ do domu? Szwajcarski matematyk
Leonhard Euler rozwiagzal ten problem w 1736 roku. Zbudowal on
graf pokazany na rysunku 6.10(b) zastepujac obszary ladu wierz-
chotkami, a mosty laczacymi je krawedziami. Powstalo wtedy
pytanie: czy istnieje droga zamknie¢ta w tym grafie przechodzaca
przez kazda krawedz dokladnie jeden raz? Taka droge nazywamy
cyklem Eulera w grafie. Ogdlniej, droga prosta zawierajaca
wszystkie krawedzie grafu G jest nazywana droga Eulera w G.
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Euler pokazal, ze nie ma cyklu Eulera dla grafu mostéw krélewiec-
kich, w ktérym wszystkie wierzchotki maja stopieri nieparzysty,
dowodzac nastepujacego prostego faktu.

Graf, ktéry ma cykl Eulera, musi mie¢ wszystkie wierzchotki
stopnia parzystego.

Dowdd. Wychodzac z dowolnego wierzchotka na cyklu Eu-
lera, poruszamy sie po tym cyklu, przechodzac od wierzchotka do
wierzchotka i wycierajac kazda krawedz, po ktérej przeszlismy.
Kiedy przechodzimy przez wierzcholek, wycieramy jedng krawedz
dochodzaca do tego wierzchotka i jedna wychodzaca z niego lub
wycieramy petle. W kazdym przypadku to wycieranie spowoduje
zmniejszenie stopnia wierzchotka o 2. Ostatecznie kazda krawedz
zostanie usunieta i wszystkie wierzchotki beda mialy stopien 0.
Zatem wszystkie wierzchotki musialy mieé¢ na poczatku stopien
parzysty. n

Graf G majacy droge Eulera ma albo dwa wierzcholki stop-
nia nieparzystego, albo nie ma w ogdle wierzchotkéw stopnia
nieparzystego.

Dowdd. Przypusémy, ze graf G ma droge Eulera zaczynajaca
si¢ w wierzchotku u i koniczaca sie w wierzchotku v. Jesli v = v,
to droga jest zamknieta i twierdzenie 1 méwi, ze wszystkie wierz-
chotki majg stopient parzysty. Jesli u # v, to tworzymy nowa kra-
wedz e taczaca u i v. Nowy graf GU{e} ma cykl Eulera sktadajacy
si¢ z drogi Eulera w G i krawedzi e, wiec wszystkie wierzchotki
grafu GU{e} maja stopien parzysty. Usuwamy krawedz e. Wtedy
u i v s3 jedynymi wierzchotkami grafu G = (GU{e})\{e} stopnia
nieparzystego. n

Graf pokazany na rysunku 6.11(a) nie ma cyklu Eulera, po-
niewaz v i v maja stopien nieparzysty, ale droga bacdgfe jest
droga Eulera. Graf przedstawiony na rysunku 6.11(b) ma wszyst-
kie wierzcholki stopnia parzystego i rzeczywiscie ma cykl Eulera.
Graf przedstawiony na rysunku 6.11(c) ma wszystkie wierzchotki
stopnia parzystego, ale nie ma cyklu Eulera z oczywistego po-
wodu, poniewaz sktada sie on z dwéch podgraféw nie potaczonych
ze soba. Kazdy z tych podgraféw, jednakze, ma swdj wlasny cykl
Eulera. ]



342 6. Wprowadzenie do graféw i drzew

(a) (b) (©)

Rysunek 6.11

Twierdzenie 1 méwi, ze warunek parzystosci stopni wierzchol-
kéw jest warunkiem koniecznym istnienia cyklu Eulera. Gléwnym
osiggnieciem Eulera w rozwiazaniu tego problemu bylo udowod-
nienie, ze z pominieciem oczywistych trudnosci, na ktére natkneli-
$my sie w przykladzie z rysunku 6.11(c), ten warunek jest réwniez
warunkiem wystarczajacym istnienia cyklu Eulera.

Wprowadzimy terminologie do opisania tych wyjatkowych
przypadkéw. Graf jest spéjny, jesli kazda para réznych wierz-
choltkéw jest polaczona droga w tym grafie. Grafy na rysunkach
6.11(a) i 6.11(b) sa spdjne, a graf na rysunku 6.11(c) nie jest
spdjny. Spdjny podgraf grafu G, ktdry nie jest zawarty w wiek-
szym spOjnym podgrafie grafu GG, nazywamy skladowa grafu
G. Sktadowa zawierajaca dany wierzcholek v, wraz z v zawiera
wszystkie wierzchotki i krawedzie drég zaczynajacych sie w wierz-
chotku v.

PRZYKEAD 2 (a) Grafy przedstawione na rysunkach 6.11(a) i 6.11(b) sa
spéjne. W takich przypadkach graf ma jedna skladowa, miano-
wicie caly graf.

(b) Graf przedstawiony na rysunku 6.11(c) ma dwie sktadowe,
jedna narysowana na zewnatrz, a druga wewnatrz. Inne przed-
stawienie tego grafu jest pokazane na rysunku 6.12(a). Na tym
rysunku nie ma skladowej ,,wewnetrznej”, ale oczywiscie nadal sa
dwie sktadowe.

Graf przedstawiony na rysunku 6.12(b) ma siedem sktado-
wych, z ktérych dwie sa izolowanymi wierzchotkami. ]

Twierdzenie Eulera méwi, ze skonczony graf spdjny, w kté-
rym kazdy wierzchotek ma stopien parzysty, ma cykl Eulera.
Aby naprawde zrozumieé to twierdzenie, powinni$my umieé zna-
lez¢ dowdd lub opracowaé algorytm czy procedure, ktora zawsze
w wyniku dawalaby cykl Eulera. W rzeczywistosci te dwa podej-
Scia sa $ciSle ze soba zwigzane. Pelne zrozumienie dowodu cze-
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(( >) (T6,0Y)

(a) (b)

Rysunek 6.12

Rysunek 6.13

sto prowadzi do skonstruowania algorytmu, a za kazdym algo-
rytmem stoi dowéd. A oto proste wyjasnienie twierdzenia Eu-
lera, ktére zilustrujemy rysunkiem 6.13. Zacznijmy od dowol-
nego wierzchotka, powiedzmy w i dowolnej krawedzi wycho-
. dzacej z niego, powiedzmy a. Jej drugi koniec, w tym przy-
padku z, ma stopien parzysty i byl uzyty nieparzysta liczbe
razy (raz), a wiec istnieje nie wykorzystana krawedz wycho-
dzaca z x. Wybierzmy taka krawedz, na przykiad b. Poste-
pujmy dalej w ten sposéb. Ten proces nie zakonczy sie dotad,
az nie osiggniemy poczatkowego wierzchotka w, gdyz za kaz-
dym razem, gdy dochodzimy do innego wierzchotka, wykorzy-
stujemy tylko nieparzysta, liczbe krawedzi wychodzacych z niego.
W naszym przykladzie ten algorytm modgt zacza¢ od wybra-
nia krawedzi abe i wierzchotkéw wzwy. W wierzchotku y mo-
zemy wybraé jedng z trzech krawedzi: d, f lub h. Jedli wy-
bierzemy f, reszta tego procesu jest wyznaczona jednoznacznie.
Otrzymujemy cykl Eulera abe f ghdc wraz z ciagiem wierzchotkéw
WIWYTZYVW.

Proste, prawda? Tak, zbyt proste. Co by sie stalo, gdybySmy
po doj$ciu pierwszy raz do wierzchotka y wybrali krawedz d? Po
przejsciu krawedzi ¢ znalezliby$my sie w Slepym zaulku w wierz-
chotku w i nasza droga abedc nie przesztaby przez krawedzie f, g
i h. Nasze wyja$nienie i nasz algorytm musiaty by¢ zbyt proste.
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Twierdzenie 2
(twierdzenie
Eulera)

W naszym przyktadzie jest jasne, ze powinni$my unikaé krawedzi
d, gdy po raz pierwszy doszliSmy do wierzchotka y, ale dlaczego?
Jaka ogélna zasada mogtaby nas przestrzec przed tym wyborem?
Pomys$l o tym. Powrécimy do tej sprawy po podaniu niekonstruk-
tywnego dowodu twierdzenia Eulera.

Skoniczony graf spéjny, w ktérym kazdy wierzchotek ma sto-
pien parzysty, ma cykl Eulera.

Dowdd. Zatézmy, ze G jest skoriczonym grafem spéjnym,
w ktérym kazdy wierzcholek ma stopien parzysty. Jesli graf G
ma tylko jeden wierzcholek, to twierdzenie jest trywialne, a wigc
zalézmy, ze |V (G)| > 2. Poniewaz graf G jest spéjny, wiec kazdy
wierzcholek ma stopiefi co najmniej 1, a zatem co najmniej 2,
gdyz wszystkie stopnie sa parzyste.

Niech v1,vg,...,v, bedzie ciagiem wierzchotkéw najdiuzszej
mozliwej drogi, w ktorej wszystkie krawedzie sa rézne. Poniewaz
zbiér E(G) jest skoriczony, taka droga musi istnie¢. Twierdzimy,
7e v, = v1. Aby tego dowiesé, rozwazmy graf G’ otrzymany przez
usuniecie krawedzi tej drogi i zobaczmy, w jaki sposéb zmienig si¢
stopnie wierzchotkéw. Wierzchotek v, moze znajdowac sig lub nie
wéréd wierzchotkéw vs, . . ., Un_1. Jesli znajduje sie wéréd nich, to
kazde takie wystapienie zmniejsza stopien v, w grafie G' 0 2: 0 1
przez usuniecie krawedzi wchodzacej do v, i o 1 przez usunigcie
krawedzi wychodzacej. Poniewaz usuniecie ostatniej krawedzi na
tej drodze zmniejsza stopien v, o 1, wigc gdyby wierzchotek v,
byl rézny od vy, jego stopien w G’ bytby nieparzysty. W takim
przypadku mogliby$my doda¢ do naszej drogi nie wykorzystana
krawedz wychodzaca z wierzcholka v, i otrzymalibySmy droge
dluzsza, tez skladajaca sie z réznych krawedzi, co przeczy na-
szemu wyborowi najdtuzszej drogi. Zatem v, = v;.

Nastepnie pokazemy, ze nasza najdiuzsza droga przechodzi
przez kazdy wierzchotek grafu G. Gdyby tak nie bytlo, to ze sp6j-
noéci grafu wynikatoby, ze istnieje droga od pewnego nie odwie-
dzonego wierzchotka do jakiego$ wierzchotka zbioru {vy,...,vn}.
Pierwsza krawedz tej drogi nalezy do G’. Ostatnia krawedZ e
tej drogi, znajdujaca si¢ w G', musi dochodzi¢ do ktdéregos wierz-
chotka zbioru {vi,...,v,}, powiedzmy do wierzchotka v;. Jesli
przejdziemy teraz nasza najdtuzsza droge od wierzcholka v; do v,
a nastepnie dodamy krawedz e, otrzymamy dtuzsza droge o r6z-
nych krawedziach, co znéw jest sprzeczne z naszym wyborem naj-
dtuzszej drogi.
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Aby zakoniczyé dowéd, pokazemy, ze nasza najdtuzsza droga
przechodzi przez kazda krawedz grafu G, a wiec jest cyklem Eu-
lera. Tak naprawde, jesli e jest krawedzia, ktéra zostala pomi-
nieta, ktéry$ z wierzchotkéw v; musi by¢ jednym z jej koficéw (a
nawet dwa takie v;, chyba, ze e jest petla). Tak jak w poprzed-
nim akapicie, krawedz e moze by¢ dotaczona do najdtuzszej drogi
i w ten sposéb otrzymamy dluzsza droge, a wiec sprzeczno$é. m

Skonczony graf spdjny, majacy dokladnie dwa wierzchotki
stopnia nieparzystego, ma droge Eulera.

Dowdd. Przypusémy, ze u i v sa wierzchotkami stopni nie-
parzystych. Utwérzmy nowa krawedz e, laczaca je. Wtedy graf
G U {e} ma wszystkie wierzchotki stopni parzystych, a wiec ma
cykl Eulera na podstawie twierdzenia 2. Usurimy znowu krawedz

e. To, co pozostanie z cyklu Eulera, jest droga Eulera w gra-
fie G. L]

Powtarzajac w zasadzie ten sam dowdd, pokazemy w § 8.1, ze
analogiczne twierdzenie jest réwniez prawdziwe dla graféw skie-
rowanych. Twierdzenie to méwi nam, kiedy graf ma cykl Eu-
lera, ale nie méwi, jak go znalezé. Chcieliby$my mieé algorytm,
ktéry tworzy cykl lub droge Eulera, krawedz po krawedzi, za-
miast niejasnej procedury, ktérej uzyliSmy do grafu z rysunku
6.13. Popatrzmy jeszcze raz na cykl Eulera, ktéry znalezliSmy
na rysunku 6.13, powtérzonym na rysunku 6.14(a). W chwili,
gdy wybieramy kolejng krawedz, usuwajmy ja z grafu i rozwa-
zajmy otrzymane w ten sposéb podgrafy. RozpoczeliSmy nasza
droge, wybierajac krawedzie abe. Na rysunku 6.14(b) pokazany
jest graf, z ktérego usunieto te krawedzie. W naszej pomy$lnej
prébie znalezienia cyklu Eulera wybraliémy nastepnie krawedz f
oraz zauwazyliSmy, ze gdybySmy wybrali krawedZ d, skazaliby-
$my sie na niepowodzenie. Na rysunku 6.14(c) widzimy ten graf
po usunieciu réwniez krawedzi f, a na rysunku 6.14(d) widzimy
ten graf po usunieciu krawedzi d zamiast f. Widzimy réznice:
po usunieciu krawedzi d graf staje sie niespdjny, podczas gdy
usuniecie krawedzi f nie powoduje tego. Na tym polega istota
algorytmu, ktéry dziala poprawnie. W kazdym wierzchotku algo-
rytm Fleury’ego kaze nam wybrad, jesli to mozliwe, taka krawedz,
po usunieciu ktdrej graf pozostanie spdjny. Jesli nie jest to moz-
liwe, to pozostaje dokladnie jedna krawedz. (Jest to nietrywialny
fakt, ktéry wymaga dowodu. Tu wladnie wkracza matematyka).
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Wybieramy te krawedz; wtedy z grafu usuwamy te krawedz wraz
z wierzchotkiem.

Rysunek 6.14

Sformalizujemy teraz ten algorytm. Kiedy algorytm zakon-
czy dzialanie, ciag ES bedzie ciagiem krawedzi drogi lub cyklu
Eulera, a V'S bedzie ciagiem wierzchotkéw tej drogi lub cyklu.

Algorytm Fleury’ego

Krok 1.

Krok 2.

Krok 3.

Krok 4.

Krok 5.

Wybierz dowolny wierzcholek v nieparzystego stopnia,
jesli taki istnieje. W przeciwnym przypadku wybierz do-
wolny wierzchotek v. Niech V'S = viniech ES = A (ciag
pusty).

Jesli z wierzchotka v nie wychodzi juz zadna krawedz,
zatrzymaj sie.

Jesli pozostala dokladnie jedna krawedz wychodzaca
z wierzchotka v, powiedzmy krawedZ e z wierzcholka v
do w, to usui e z E(G) oraz v z V(G) i przejdz do
kroku 5.

Jesli zostala wiecej niz jedna krawedZ wychodzaca
z wierzchotka v, wybierz taka krawedZ, powiedzmy e
z v do w, po usunieciu ktérej graf pozostanie spéjny;
nastepnie usun e z E(G).

Dotacz w na konicu ciggu V'S, dolacz e na koncu ciagu
ES, zastap v wierzchotkiem w i przejdz do kroku 2. =
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Zanim wyja$nimy, dlaczego ten algorytm dziala poprawnie,
pokazemy przyktad ilustrujacy jego dzialanie.
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Rysunek 6.15

Wezmy graf pokazany na rysunku 6.15(a). Ten graf nie ma
cyklu Eulera, ale ma droge Eulera laczaca wierzchotki z i y
stopni nieparzystych. Wybieramy na poczatku wierzcholek z, tzn.
w kroku 1 kladziemy v = 2. Zatem VS = z i ES = A. Jedyna
krawedziag wychodzaca z wierzchotka z jest i. Idziemy zatem do
kroku 3, wybieramy e = i i w = y, usuwamy i z F(G), usu-
wamy z z V(G) oraz przechodzimy do kroku 5. Wtedy VS = zy
i ES = i. Nowy graf, po usunieciu i oraz z jest pokazany na
rysunku 6.15(b). Przyjmujemy v = y i powracamy do kroku 2.
Z wierzchotka v wychodzg trzy krawedzie, wiec przechodzimy do
kroku 4.

Teraz jako e mozemy wybraé f, g lub h. Wybierzmy w kroku
4 krawedz e = f. W kroku 5 otrzymamy VS = zyz, ES = if oraz
v = r inowy graf G jest pokazany na rysunku 6.15(c). Powracamy
do kroku 2. Znéw z wierzchotka v wychodza trzy krawedzie, wiec
przechodzimy do kroku 4.

Teraz krawedzia e moze by¢ a lub d, nie moze natomiast by¢
nig krawedz h, gdyz po usunieciu krawedzi h graf przestalby by¢
spéjny. Wybierzmy e = a; w kroku 5 otrzymamy V.S = zyzxr,
ES=ifaiv=r.

Nastepne trzy ruchy sa wymuszone. Kazdy prowadzi do kroku
3 i usuniecia kolejnej krawedzi wraz z wierzchotkiem. Otrzymu-
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Twierdzenie 3

jemy VS = zyzxrstx, ES = ifabcd, v = x oraz graf przedstawiony
na rysunku 6.15(d).

Ostatnie dwa ruchy sa réwniez wymuszone i prowadza do
graféw pokazanych na rysunkach 6.15(e) i 6.15(f). Ostatecznie
ciagami wierzchotkéw i krawedzi sa V.S = zyarstzyy i ES =
ifabedhg. n

Do dowodu tego, ze algorytm Fleury’ego dziala poprawnie,
potrzebujemy nastepujacego twierdzenia. Bedzie ono réwniez
przydatne, gdy w § 6.3 bedziemy omawiaé drzewa.

Niech e bedzie krawedzig grafu spéjnego G. Nastepujace wa-
runki sg réwnowazne:

(a) graf G\{e} jest spdjny;

(b) e jest krawedzia w pewnym cyklu w grafie G;

(c) e jest krawedzia w pewnej zamknietej drodze prostej
w grafie G.

Dowod. Zauwazmy najpierw, ze jeSli e jest petla, to graf
G\{e} jest spéjny i krawedZ e sama w sobie jest cyklem. Po-
niewaz cykle sa zamknietymi drogami prostymi, wiec twierdzenie
jest prawdziwe w tym przypadku, mozemy zatem przyjac, ze kra-
wedz e nie jest petla. Niech wiec e laczy dwa rézne wierzchotki u
iwv. Jedli f jest inng krawedzia taczaca u i v, to oczywiscie graf
G\{e} jest spdjny i ciag ef jest cyklem zawierajacym e. A wiec
twierdzenie jest prawdziwe réwniez w tym przypadku. Mozemy
zatem zalozy¢, ze e jest jedyna krawedzia laczaca u i v.

(a)=(b). Przypusémy, ze graf G\{e} jest spéjny. Z twier-
dzenia 1 w § 6.1 wynika, ze istnieje prosta droga acykliczna
T1Z2...Tm taka, ze u = 1 i T, = v. Poniewaz nie istnieje kra-
wedz z u do v w grafie G\{e}, wiec z2 # v, a wiec m > 3. Jak
wynika ze stwierdzenia 2 w § 6.1, wierzchotki z1,z2,...z,, sa
rézne, a wiec 12 ... Tmu jest cyklem w grafie G, zawierajacym
krawedz e.

(b)<(c). Oczywiscie (b)=(c), gdyz cykle sa zamknietymi dro-
gami prostymi, a (c)=(b) nawet, jesli graf G nie jest spdjny, na
podstawie wniosku z twierdzenia 1 w § 6.1.

(b)=(a). Krawedz e jest jedna z drég miedzy u i v, podczas
gdy reszta cyklu zawierajacego e jest inng droga. Nadal jest moz-
liwe dostanie sie z dowolnego wierzchotka grafu G do dowolnego
innego wierzchotka nawet, jesli droga prowadzi przez e. Po prostu
zastepujemy krawedz e, jesli trzeba, ta druga droga. ]
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Dowéd poprawnosci algorytmu Fleury’ego. Rozwazamy
skonczony graf spéjny, ktérego wszystkie wierzchotki maja sto-
pien parzysty i pokazujemy, ze wtedy algorytm Fleury’ego tworzy
cykl Eulera. Modyfikacja dowodu, pokazujaca, ze w przypadku
istnienia dwéch wierzchotkéw stopnia nieparzystego otrzymamy
droge Eulera, jest natychmiastowa.

Kazdy przebieg petli od kroku 2 do kroku 5 powoduje usunie-
cie jednej krawedzi z grafu G i dodanie jej do ES w taki sposdb,
ze krawedzie w ES tworzg droge. Poniewaz graf G ma na po-
czatku skoniczenie wiele krawedzi, algorytm wczeéniej czy pédzniej
musi zakonczy¢ dziatanie — lub musi nastapi¢ blad — i zadna
krawedz nie wystapi wiecej niz jeden raz w drodze wyznaczonej
przez ES. Musimy pokazaé, ze podczas wykonania algorytmu nie
nastapi blad oraz ze po zakonczeniu dzialania droga FS zawiera
wszystkie krawedzie grafu G.

Jedynym miejscem, w ktérym moze pojawié sie blad, jest
krok 4. Skad wiemy, ze istnieje krawedz, ktéra mozemy usunaé
tak, by graf pozostal spdjny? Niech G’ bedzie aktualna wartoscia
G i v' aktualng wartoécig v oraz przypu$émy, ze wiecej niz jedna
krawedz wychodzi z wierzchotka v’ w grafie G'. Twierdzimy, ze
w rzeczywistosci mozemy wybraé¢ dowolng krawedz wychodzaca
z v', z wyjatkiem co najwyzej jednej. Poniewaz krawedzie w ES
tworza droge, mamy dwa przypadki do rozwazenia: albo graf G’
ma dwa wierzcholki stopnia nieparzystego, z ktérych jednym jest
v', a drugim wierzcholek vy wybrany w kroku 1, albo v' = vy
i graf G' nie ma wierzchotkéw stopnia nieparzystego.

W pierwszym przypadku, z wniosku z twierdzenia 2 wy-
nika, ze graf G’ ma droge Eulera prowadzaca z v’ do vy. Za
kazdym razem, gdy ta droga powraca do v, zatacza ona za-
mknieta droge prosta zawierajaca dwie krawedzie wychodzace
z V', a wiec z wyjatkiem byé moze krawedzi, ktéra ta droga
opuszcza wierzchotek v’ po raz ostatni, wszystkie krawedzie wy-
chodzace z v’ naleza do pewnych zamknietych drég prostych
w grafie G'. W drugim przypadku, z twierdzenia 2 wynika, ze
graf G’ ma cykl Eulera i podobne rozumowanie pokazuje, ze
kazda krawed? wychodzaca z v’ nalezy do pewnej zamknietej
drogi prostej w G'. Z twierdzenia 3 wynika, ze po usunieciu kra-
wedzi nalezacej do jakiej§ zamknietej drogi prostej graf G’ nie
przestanie byé¢ spdjny. Poniewaz jest co najwyzej jedna zta kra-
wedz wychodzaca z v, wiec jedli pierwsza krawedz, ktéra wybie-
rzemy, nie bedzie nalezala do zamknietej drogi prostej, to kazdy
nastepny wybér krawedzi wychodzacej z v’ na pewno bedzie
dobry.
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Dlaczego na koncu nie pozostaja zadne krawedzie? Na po-
czatku graf jest spéjny. Kiedy wykonujemy krok 4, graf po-
zostaje spéjny oraz kiedy wykonujemy krok 3, graf tez po-
zostaje spdjny, gdyz po usunieciu krawedzi e usuwamy réw-
niez pozostawiony izolowany wierzcholek v. Zatem przez caly
czas graf jest spojny. Kiedy musimy zakonczy¢ dzialanie, gdyz
nie ma juz zadnej krawedzi wychodzacej z v', w grafie G’ nie
moze tez by¢ zadnych innych wierzchotkéw. Zatem graf G’ nie
ma réwniez krawedzi i droga ES zawiera wszystkie krawedzie
grafu G. "

Wiekszo$¢ operacji w algorytmie Fleury’ego, takich jak do-
dawanie lub usuwanie krawedzi, wymaga ustalonej iloci czasu,
niezaleznie od tego, ile wierzchotkéw ma graf G. Operacja, ktéra
trwa dluzej, jest testowanie spéjnosci grafu G\{e}. W paragrafie
8.4 pokazemy, ze istnieje test spdjnosci grafu oparty na algorytmie
Dijkstry, dzialajacy w czasie O(|V(G)|?). Dowéd poprawnosci al-
gorytmu Fleury’ego pokazuje, ze musimy sprawdzi¢ tylko jedna
krawedz w kroku 4. Poniewaz algorytm wykonuje jeden przebieg
petli od kroku 2 do kroku 5 dla kazdej krawedzi grafu G, a na-
stepnie zatrzymuje sie, wiec calkowity czas dzialania algorytmu
Fleury’ego wynosi O(|V(G)|? - |E(G)|).

CWICZENIA DO § 6.2

. Ktéry z graféw przedstawionych na rysunku 6.16 ma cykle Eulera? Po-

daj ciag wierzchotkéw w cyklu Eulera w kazdym przypadku, w ktérym
istnieje taki cykl.

t r s t U v w
P4 F :
v w u w
v
® [ [
Yy z z Yy z T Y

(a) (b) (c)

Rysunek 6.16

2. Wykorzystaj algorytm Fleury’ego do znalezienia cyklu Eulera w grafie

przedstawionym na rysunku 6.16(b).
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. Zastosuj algorytm Fleury’ego do grafu przedstawionego na rysunku

6.16(a) do momentu, az algorytm si¢ zalamie. Zacznij od wierz-
chotka w.

4. Powtérz éwiczenie 3 dla grafu przedstawionego na rysunku 6.16(c).

. Wezmy graf pokazany na rysunku 6.17(a).

v, vy v, Uy

0 '
4

(a) (b)

Rysunek 6.17

(a) Opisz droge Eulera dla tego grafu lub wyjasnij, dlaczego taka droga
nie istnieje.

(b) Opisz cykl Eulera dla tego grafu lub wyjasnij, dlaczego taki cykl
nie istnieje.

6. Powtérz éwiczenie 5 dla grafu przedstawionego na rysunku 6.17(b).

7. Czy jest mozliwe, aby owad poruszajacy si¢ wzdtuz krawedzi szeScianu

10.

11.

przeszedt kazda krawedz dokladnie raz? OdpowiedZ uzasadnij.

. Zastosuj algorytm Fleury’ego, tak jak w przyktadzie 3, aby otrzymaé

droge Eulera w grafie przedstawionym na rysunku 6.11(a). Naszkicuj
grafy poérednie otrzymywane podczas dzialania algorytmu, tak jak
zrobiliémy to na rysunku 6.15.

. Zbuduj graf majacy zbiér wierzchotkéw {0, 1}, w ktérym wierzchotki

v i w sa polaczone krawedzia, jesli ciagi v i w réznia si¢ na dokladnie
dwéch wspéirzednych.

(a) Ile sktadowych ma ten graf?

(b) Ile wierzchotkéw danego stopnia ma ten graf?

(c) Czy ten graf ma cykl Eulera?

Odpowiedz na te same pytania co w ¢wiczeniu 9 dla grafu majacego
zbiér wierzchotkéw réwny {0,1}3, w ktérym wierzchotki v i w sa pota-
czone krawedzia, jeéli v i w réznia si¢ na dwéch lub trzech wspdirzed-
nych.

(a) Pokaz, ze jesli graf spéjny G ma doktadnie 2k wierzchotkéw stop-
nia nieparzystego oraz k > 0, to zbiér E(G) jest rozlaczng suma
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zbioréw krawedzi k drég prostych. Wskazéwka: Dodaj wiecej kra-
wedzi, tak jak w dowodzie wniosku do twierdzenia 2.

(b) Znajdz dwie rozlaczne drogi proste takie, ze suma ich zbioréw
krawedzi bedzie réwna E(G) dla grafu mostéw krélewieckich z ry-
sunku 6.10.

(c) Zréb to samo dla grafu przedstawionego na rysunku 6.17(b) w éwi-
czeniu 6.

12. Ktoére grafy pelne K, maja cykle Eulera?

13. Stara tamigléwka przedstawia pieciopokojowy dom majacy szesna-
$cioro drzwi, jak widaé to na rysunku 6.18 Problem polega na tym,
aby wyobrazié sobie, jak mozna obejéé caly dom i przez kazde drzwi

przej$¢ dokladnie raz.

)

Rysunek 6.18

(a) Czy mozna tak przej$¢? Odpowiedz uzasadnij.
(b) Jak zmieni sie odpowiedz, jesli drzwi miedzy dwoma duzymi po-
kojami beda zamkniete?

§ 6.3. Drzewa

W tym paragrafie bedziemy zajmowal si¢ grafami, ktére sa
acykliczne i spdjne; nazywamy je drzewami. Poniewaz sa one
acykliczne, nie maja krawedzi wielokrotnych i petli. Widzieliémy
Juz jedno drzewo na rysunku 5.1 w § 5.1. Oto kilka nastepnych
przykladdéw.

PRZYKLAD 1 Na rysunku 6.19 pokazanych jest kilka drzew. Drzewa na ry-

sunkach 6.19(a) i 6.19(b) sa izomorficzne. Sa one narysowane
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