MATEMATYKA DYSKRETNA
Grafy

notatki

Definicja 1. Niech V bedzie zbiorem skonczonym, E rodzing podzbioréw jedno lub dwu elementowych zbioru V.

Wéwezas grafem nazywamy pare G = (V, E).

Elementy zbioru V nazywamy wierzchotkami (czasem, punktem w grafie) i sa one zwyczajowo oznaczane vy, va, . . .,
U1, Usg, . ... Zbiér wierzcholtkéw grafu G czesto jest oznaczany V(G).

Elementy zbioru E nazywamy krawedziami i sa one zwyczajowo oznaczane 71, e€s,.... Zbiér krawedzi grafu G
czesto jest oznaczany F(G). Krawedzie grafu bedace jedno elementowym podzbiorem V' nazywamy petlami. Graf nie
posiadajacy petli nazywamy prostym.

Dwa wierzcholki vy, vo sa sasiednie, jezeli {vy, v2} jest krawedzia. Méwimy, ze wierzcholek v incyduje z krawedzia e
jezeli v € e, tzn. istnieje wierzcholek w, dla ktérego e = {v, w}. Dwie krawedzie e, e sa sasiednie, jezeli |e; Nes| = 1.

Krawedz {v,u} oznaczamy czesto vu.

Zbiér krawedzi indykujacych z wierzchotkiem v oznaczamy N(v), formalnie N(v) = {w € V : {v,w} € E}.

Liczebno$¢ zbioru |N(v)| oznaczamy deg(v).

Trasa < Sciezka < Droga, Cykl — problem z nazewnictwem

(wikipedia vs K.A Ross, C.R.B. Wright vs Z. Palka, A. Ruciski ...)

Trasqg nazywamy ciag krawedzi vyve, Uavs, U3y, . . ., Un_10,. Jedli wszystkie krawedzie sa rézne, to trase nazywamy
$ciezka. W niektorych przypadkach zakladamy, ze wierzchotki w $ciezce sa rézne. R6znosé wierzchotkéw jest wymuszana
czesto przymiotnikiem prosta, tzn. $ciezka prosta nazywamy Sciezke, w ktérej wierzcholki sa rézne. Sciezke, w ktérej
wierzcholki sg rézne (z wyjatkiem ewentualnej réwnosci wierzchotka pierwszego i ostatniego) nazywamy droga. Jezeli
pilerwszy i ostatni wierzcholek jest réwny, to taka droge nazywamy zamknigta, czyli cyklem. W przypadku graféw (bez
przymiotnikéw), ciag krawedzi wyznacza jednoznacznie ciag wierzchotkéw, tj. vy, ve,...,v, 1 vice versa. W grafach,
gdzie dopuszczalne sg krawedzie wielokrotne, ta rownowazno$¢ nie zachodzi, tzn. krawedzie wyznaczaja jednoznacznie
wierzchotki ale nie odwrotnie.

Podsumowuja, na zajeciach wykorzystujemy nazewnictwo z ksigzki K.A Ross, C.R.B. Wright, gdzie droga i $ciezka
to synonim. Jezeli wierzchotki sa rézne, z wyjatkiem co najwyzej pierwszego to taka droge nazywamy prosta.

Wierzchotki nazywamy potaczalnymi, jezeli istnieje droga taczaca te wierzcholki. Graf nazywamy spojnym, jezeli
dowolne dwa jego wierzcholki sa polaczalne. Zbiér wierzchotkéow nazywamy spdjna sktadowa grafu, jezeli dowolne
dwa wierzchotki tego zbioru sg potaczalne. Sktadowa jest maksymalna, jezeli nie jest wlasciwym podzbiorem innej

sktadowej.

Definicja 2. Niech V bedzie zbiorem skonczonym, A rodzing par elementowych zbioru V. Wéwczas grafem skierowa-

nym nazywamy pareg G= <‘/7 A>

Elementy zbioru A nazywamy krawedziami skierowanymi albo tukami (czesciej). Méwimy, ze tuk (v, u) prowadzi

od v (poczatku tuku) do u (konca tuku) i oznaczamy v — wu. Luk ten wychodzi z v i wchodzi do u. Zbiér tukéw



wchodzacych do v oznaczamy N~ (v), a wychodzacych N (v). Liczebno$é tych zbioréw oznaczamy deg_(v), deg (v)

odpowiednio.

Pojecia tras, $ciezek, drég i cykli sa zdefiniowane analogicznie jak w grafie, z ta roznica, ze zachowywany jest

kierunek, tzn. trasa nazywamy ciag tukéw vy — ve,vy — wv3,v3 — v4,...,Vn_1 — Up, ktéry czesto jest oznaczany

V1 — V2 — VU3 — V4 — ... > Up_1 — Up

Definicja 3. Niech dany bedzie graf G = (V, E). Przyjmijmy réwniez, ze V. = {v1,vq,...,v,}. Wowczas macierzq

incydecji nazywamy macierz o wymiarach n X n, okreslong zalezZnosciq

1 jezeli {v;,v;} € E,

Ali, j] =
0 jezeli {v;,v;} ¢ E.

Definicja 4. Niech dany bedzie graf skierowany G = (V, A). Przyjmijmy réwniez, ze V. = {v1,va, ..

macierzq incydecji nazywamy macierz o wymiarach n X n, okreslong zaleznoscig

1 jezeli (v;,v;) € E,
0 jezeli (v;,v;) € E.

Ali,j] =

Definicja 5. Graf skierowany nazywamy acyklicznym, jezeli nie posiada cykli.
Definicja 6. Graf nazywamy drzewem, jezeli nie posiada cykli.
Lisciem nazywamy kazdy wierzchotek drzewa rzedu 1.

Twierdzenie 1. Suma rzedow wierzcholkéw w grafie jest réwna podwojonej liczbie krawedzi.

., Un t. Wowezas

Twierdzenie 2. Zbior krawedzi moze byc przedstawiony w postaci roztgcznych cykli, wtedy 1 tylko wtedy, gdy rzqd

kazdego wierzchotka jest parzysty.



